
AIAA 2003–3708
Start-up Issues in a Newton-Krylov
Algorithm for Turbulent
Aerodynamic Flows
Todd T. Chisholm, and David W. Zingg
University of Toronto Institute for Aerospace Studies
4925 Dufferin Street, Toronto, ON, M3H 5T6, Canada

16th AIAA Computational Fluid Dynamics
Conference

June 23–26, 2003
Orlando, FL

For permission to copy or republish, contact the copyright o wner named on the first page.
For AIAA-held copyright, write to AIAA Permissions Departm ent

1801 Alexander Bell Drive, Suite 500, Reston, VA 20191–4344





�� � ��� � � � � � � 	 � 
� � � 	 
 � � � � � �� ��� � �� � � 
� � �
�� � �� � � � �	 �� � 	 � � � � � � � 
� � ��
 �

���� �  !"#$"�%& '( )*� + ),#� -  .#*//0
1234567389 :; <:6:28: =27838>85 ; :6 ? 56:7@ AB5 C8>D357

E FGH I >J 5632 C86558K <:6:28:K LM K N OP H <QK RA2ADA

S TUVW XYZW[\]^ _` a[b U ac[_dWef dV g_YVY\WYh T[_ V[ ab d\c WeY i[fg_YVVdj aY XUb dY_]kW[lYV YmnUW d[\V [\ VW_niWn_Yh fnaW d]j a[ il c_dhV Z dWe Ugg adiUW d[\ W[ Wn_jnaY\W UY_[h`]\Uf di o[ZV p qeY [\Y]YmnUW d[\ kgU aU_W]S aafU_UV f[hY a dV nVYh W[ g_[b dhY WeY Wn_jnaY\Wb dVi[VdW`p qeY [gW df drUW d[\ [T WeY VWU_W]ng U ac[_dWef dV h dVinVVYh p S VgUW dU a W dfY VWYgdV g_YVY\WYh WeUW VWUj dadrYV WeY Wn_jnaY\iY f[hYas g_[b dhYV _YhniYh tuv WdfY W[ i[\]bY_cY W[ WeY _Yc d[\ [T i[\bY_cY\iY T[_ XYZW[\ wV fYWe[h s U\h Y adf d\UWYV WeY fYf[_`_Ymnd_YfY\WV [T WeY f[hdxYh yUi[j dU\ VnccYVWYh j` kgU aU_W U\h S aafU_UV p kiU ad\c [T WeYWn_jnaY\iY bU_dUj aY U\h YmnUW d[\ dfg_[bYV WeY Yz idY\i` [T WeY ad\YU_ V[ abY_ p S f[hdx]iUW d[\ [T WeY fUW_d{]T_YY fYWe[h Uhh_YVVYV U g_[j aYf Z dWe _[n\h][| Y__[_V ZeY\ ViU ad\ch d|Y_Y\iYV [ iin_ d\ WeY V`VWYf p qe_YY WYVW iUVYV U_Y nVYh W[ hYf[\VW_UWY i[\bY_cY\iY_UWYV p k d\c aY]Y aYfY\W iUVYV U_Y V[ abYh d\ aYVV WeU\ }~ VYi[\hV [\ U hYVlW[g i[fgnWY_ sZ edaY WeY V[ anW d[\ [T U fnaW d]Y aYfY\W iUVY iU\ jY T[n\h d\ Uj[nW �~ f d\nWYV p
����� �������

��������� ������������� � ������ ���� ���� �����
�� �� ���� �������� �� ��� ���¡ ��� ��� � ��¢ ����
�� ��� £ �� � � ������ �� � ����� �� ��� �������¤��¥��
�¢ ������ ¦ §����� ��� ¨��¡¡ © �� ���� ��� ��� ����
�ª ��� « ��� �¢ ������ ��  ���� �� ��� ¡���� � ��� �
� ����¬�ª��� ������������� � ����� ¦ ­� ®����¯  ���
� ��� ���� ������ � ��� ��� ��� £�������� �������¤��¥��
�¢ ������ � �������¡ � �� ����� � ��� ��� ¤£������° ��� ���� � ���� ¦ §���� ��� ±�����² �� ���� � £���
����� ��£��������� �ª � ������������� ������ ��  ��
��� �� ��� ¡���� ª�� ���� ��� ��������� �������� ³�� � ¦
´ ��� ��� ¨��¡¡µ ������ ��� � �� ���� � ��� £��������
�������¤��¥�� �¢ ������ �� ��� �� ��� ¡���� ¦

´ ��� ��� ¨��¡¡ ���� ��� ��������� ���� ���� �£�
£����� �� ���£������� � ��� ����� �ª ��� ��� � ���¡���
� ������ ¦ ¶������ � ����� ���¥ ��� ��� ���� �� ��£���
������¡ � �� ����� � ��� ��� ��¡������ §���� ���±�� �¬
� ���� �� ���¡�� ��� �¥ ¡���� ¦ ¶��� �� ���� �� ��� ���
� ���� �ª ��� �������¤��¥�� �¢ ������ �� ���¡��� ���
� �������� ��� ���ª���� �  ���¡ ��� �����¢ ����� ¤£������° ��� ���� � �� ����� ����� ¦·

° ��� ��� £������ � ��� ���� � �� ����� ����� ��
�¬��������� �� ���  ���¡ ������ ¸� � ����� ¦ ¹��� �� �
� ���¡ ��� ����� ���¡�� �ª ������¡���� � ��� ¤£������° ��� ���� �¢ ����� �� ¢ ���  ������� ¦ ¹��� £�£�� ����
� ���� � ������ �� �º ������� ������� ���� £������ ¦ »�
� ��� �������¡��� ��� � ���££��¡ � ������ ����� ����¡ ���
��� ���� � ����� ��� ���� � �ª ������ ¸� � ����� � �� ����
�� ������¡ ����¡�� ����� � �¥� ��� ������ ������ � ���

¼½¾ ¿À ÁÂÃÄÅÄÂÆÇ È ÆÉÄÄÊÉÄÄË ÉÌ ¿ÍÆÅÂÎ ¿ÍÆÉÏÉÃÆÉ ¿ÐÂÑ½ÏÉÒÇÎÎÉÏ È ÓÇÃÅÉÏ Ô ÇÕÌÇÏ Ö×ÖÖ È ¾ÆÆØ ÙÚÚÛÉÜÄÝÃÛÇÏ ¿ÍÆÅÂÎ ¿ÍÆÉÏÉÃÆÉ ¿ÐÂÚÞÄß àÚáâãäåæçèé êë¯ìì² íä î ï áèæðèâñò óôõ ö ï ÷ ï øæôçç ï ùúíñæðèûõíä éèû üòûåæêóô ýôðéæéúéû âþ üûåâôóúéæêð óôõ üðéåâôóúéæêð ÿ ýôê ï� æéè ã ûåò æððæâô ï

�������� ¦ ��������� ������	����
��
����� ���������
»� �� �� ��� ��� ���� �ª ��� ������ ��� £��������

���������� �������¤��¥�� �¢ ������ �� ��� �� ��� ¡���� ¦° ¡�������®�� � ��������� ���������� �����ª��� ����� ��
 ��� �� � �£ ��� £������� �£��� �� � ������¡ ��� ����
£ �������� ��� ��� ¦ ¹��  �� �ª � ���£�� ��� �¥� ����� �
ª�� ��� £��¬ ¡��� ������ � �� �� � �������� ��� ���ª� ��� ¦° ���� ������ ���������� ��  ��� �� ��� �� ��� �����
�ª ��� ª������ �� �����¦ ¹�� ¤£������° ��� ���� � �� �
����� ����� � ���� ���¡ ���£ ���� � � �� �� £��� ����� ��
��������� �� ­���� �� �� ¦�� ���� � �� ��� ����¡� �� ���
���� ������ �ª ��� � ������ ��������� ª����� � � ���   ���
�� °��ª���� �� � � ��²  �!"#¯$¯ ��¯ %&'��¯ � (&  )*�¯ + ,² %-'��² � %&  )�� © ' %& . ��¯ ') %/'
���� *�¯ � 0 12 ¦ ¹�� ���¡���� ª��� � ����� ������� �� ��
������ ��¡����� � ������ ��� � �� ��� � ���� � ¢ ���
����� �� ��� ��� ���� ���� �� ��� � ����� �� ��� ��¡� �ª
������ ������ � ����� ¦ ¹��� ��� �� �� ��� ����� �� ��
���¡ � ���£��� ��� � �3����� �ª ��� ³�� ����¡ ������¡�� ¦
¹�� ��� ª��� ���£ � ����� ���� £������ ¦45����6 7 ��8�
��9�����

¹�� �£����� ��������®����� ª����� � ����  ��� �� ����
��� �� �� ¦: ¤����������� ������� ���������� ���  ��� ��
�££��¬ �� ��� ����������� ¦ §��� ;������ ¸�< ������ ���= >? =@ABCDEFGH IHJKEKLKC >? ACD>HGLKEFJ GHM AJKD>HGLKEFJ NGOCD P@@QRQS@T



¤������ ��� ¹ �¥�� ¸�©ì � ����¬ ������� ��� ª� ����
��������� �����£����� � ����� ��� ��  ��� �� ���� ��
��®� ��� ������� ��������� ����� � ¦ ° £���� �� �� ����
��  ��� �� ������� ��� ���������� �ª ����������������
�����£����� ¦ ¹�� � ����¬ �����£����� �����   ��� ���
�� ������ UV ��� UW �� ����� ��� ����� �ª ������ �� ���
��¡����� �� �� ��� ³ ¬ ;������� � ����¬ ¦ »�  ��UV � UW � 2 12-0 ª�� � ������ ����� � ��� UV � 2 12-0��� UW � 2 1-0 ª�� ��������� ����� ¦ ¹�� � �� ���� ����
������ ���������� ��� ��� ���� ���� � ��� ��������®��
 ���¡ � ���������  £� �����¡ ��� ������������ �������
����������¡ � ���£ ��������� �� � ¡¡����� �� ¤£����� ���
°��� ���� ¦·

¤���� � ������ ������ ��  ��� �� ����� ��� ���  ����¡
��������� ������ � �� �� �� £������ ���� ��� �ª ��� �� ���
����� � � ������� ª ��� �� £����� ��¦ ¹��� ���� ��� ���
�����ª���� � ������ ��� �¥� ¦ ¹�� �������¤��¥�� �¢ ��
����� ��� ������ �� ����� �����ª���� �� ��� ��� � � �����
�� ��� �������� ����� ¦X
Y���Z[�\6�� ] 6�����^_`ab c defge bhi jklmbn o

°ª��� �£����� ��������®����� � �� ���� � ������ �ª ���
ª��� p % qr s' � 2 %t'
����� ���� ��� �¥ �ª qr � ��� ������������ ����� ���������
� ��� ��� � �� ����� �������� � ��qr u � v ,©u r u � v ,©u wx u y xz u y x{u y |u y �!u }"

¹� ��� qr s ����� �������� «¢ ¦ t � �� �££�� ��� �� �
£����� « ��� � ����� ��£ �������  ���� ��� � ������¡����
��������� � ��£������ ~p ~¯ � &2,©¯ � �� ������� �� ���W . �pW� qrW � � qrW � pW

qrW� © � qrW  � qrW
»� ���� ����� ��� d�mbi ���������� ¦ » ��� ��� ��� �
���£ �� ��������� ������� �������� ������ ¸� � ����� ��
�££������� ¦ �ª �� �� ��������� �££��£������� �� ~p ~
��������� � ��� ¢ ������� ������¡���� �������������� �ª
������ ¸� � ����� ��� �� �������� � ����� ���� ��������
���������¡ ��� ��¡��� �ª ������¡���� ¦ ���� ���� � ��
����� ª�� ������ ¸� � ����� �� ������¡� ¢ ���������������� � �� � � ��� ���� ¦ ¹��� ��¢ ���� ���� ��� �¢ ������
�� ª  ��� �� £��� ¦`ab � ge bhi jklmbn o�� ����� ª�� � qrW �� � � ª� �� � � ������ ������ �����
�� � � ������ ¦ ¹��� ������ ����� �� �� ���� ���¡� � ��
���� ������ ��� ���� �� £����� ����� �� ���� ��� ��� ���
��� � ¦ ���� ������� �����¡ ��� �¬��� � qr �� ��� ������
����� ��� �� � �� ������ ª�� �����¡ �� �££��¬ �� ����� ¦
¹��� �� �� ���¬���������� � ����� ¦ ¹���� ��� � � � �
��� �ª £�£ ��� � ������ �ª �����¡ ��� �££��¬ �� ���
��� ���� �ª ��� ������ ������ ¦ ¹�� £��£�� ���������

���  �� �ª ���� � ����� �� �� ���� �� ��� � ����� �ª
��� ������� ������ ¦©© ¹�� � ��� � �����ª � ����� ���
��� ������ ��������� � ������ ¦ ¤£ ���� ������ ��� £������
�������� ­�������®�� � �� �� � ����� �� %­��«¤'©¯��� £����� �� � � �������� ª�� ��������� �� ������ � ¦
»� ���� ����� ������ ���������� ��� gee bi ���������� ¦�����������¡ ��� ������ ������ ����� �� �� �������
ª�� �º ������¦ ° ���££��¡ ��������� �� ������ ª�� ��� ���
��� ���������� ¦ ¹���� ��� ��� �������������� ¦ � ���� � ��
 �� � ���¡�� ��� ����� �� ��� ����� ����� �� ¦ ´ ��� ���
¨��¡¡ ©² ª� �� � ��� ����� �ª � �¡��� �� ��� ����� �����
�� ������� � ��� ��� ����� ��������� �º ������¦ ¹��
������ ������������� �� ������¡ ��� � �¬�� � � ����
�ª ���������� �ª ­��«¤ ¦ ¹�� �� � �� �ª ��� ��� ����´� ��� � ��������� � ��� ���� ­��«¤ ��������� � ��
� ��� �� �� £� ���� ¦ ­��«¤ � �� �� ��������� � �����
¥��£� ��� � �� ��� ��¢ ���� ���� ����� � ����� ����� ��¡
ª ����� ��� ���� �ª ��� ������ ������ ¦ ¶������ � ���� ���
��¡� �������� ���� ��� ������ ������ ������¡���� � � �
�� ��� ���� £��� �����������¡ ���� �� ����� ������ � ¦
¹�£������� �� �� ���  �� ���������¡ ª�� ���� ������ ¦

¹�� ������¡���� ���� �ª ­��«¤ �� ���� ���������
�� ��� ��������� � ���� �ª ��� � ����¬ ¦ ¤���� ���;������� �ª ��� �¢ ������ � ���¡ ������ �� ��£������
�¬���� ��� ��������������� � � ¡��� £������������� �� ���
¢ ���� �� ��� �� ��� � ���� �ª ����� ���������� ¦ ´ ���
��� ¨��¡¡µ ���� ����� ���� �� �����£���� ±� £���
����������� %�±�'©µ � ��� ��� ������ �ª � �� � ���� �®��
��� ���� ��� � ¦ ¹��� ���� ª� �� ���� � £�������������
����� �� � � ��������� ;������� �� � ��� �º ����� ����
��� �¬��� ;���� ��� � ���� �� �����¡ � �� ��� ��� �´�
��� � ¦ ¹�� � ��������� ;������� �� ª��� �� ��  ���¡ ����
���������������� �����£����� ¦ ¹��� ��� ��� ��� � � �
��� �ª ������� £ �� �¢ ����� �� ��� ������� �ª � ��� ¦ ��
����� �� ¡��� � � ����� ����������� � ����¬ � ����� �����
�� � � ��� ������ ±� ª������®����� ¦ ¹�� ���º ����� �ª
��� ���������������� �����£�����  ��� �� ��� �££��¬ ��
� ��� ;������� � ����¬ � �V̄ � �� ª� �� ���V̄ � ��̄  � ��µ
����� � �� ª� �� �� £�������� ��� ��̄ ��� ��µ ��� ���
������� ��� ª� ������������� �����£����� ���º ������
 ��� �� ��� ���� ����� �ª ��� ����� �� ��� ��� �¬���;������� ¦

¹�� ������ � ����¡ ������ ���� ��� ��¡��������� � ���
��������������� ���� �����  ��� �� ´ ��� ��� ¨��¡¡ �
� ����� � � �� ���  �� �ª ��� � �� ����� � ���� ���
� ����¬ �����£����� ¦ ¹�� ������ ��� ��� �� � � �¡��� �£���
� � ��� � �ª � � &2 ¦ ¹�� � ��� �º ����� ����� �ª � �� ª��
��� �±� £������������� �� ª� � � ����� ¡� ��� ��   � ����
����� � ��� ��� ��� ��� ��� ��¢ ���� ��� ��� ����� ¦

¹�� ­��«¤ ��¡������ ���� ��¢ ���� � ����¬�������
� ���£���� � ��� ���� ��� �¬£������� ��¢ ��� ��� � ����¬ �
�¬��£� �� ª��� ��¡ ��� £������������� ¦ ° ;��������ª���
�� £��� �������� �ª ­��«¤ � �� ��  ��� � ����� ���
���� ª� �� �� ´ ��� ��� ¨��¡¡ ©² �� � � ª����� � �� ����
�� ��� ����¡ �� ��¡��� ���� � �� ��� �����¡� ¦P >? =@ABCDEFGH IHJKEKLKC >? ACD>HGLKEFJ GHM AJKD>HGLKEFJ NGOCD P@@QRQS@T



���� � ��� °�£�� �� �&2� °��ª� ��& 2 ¦/ � 12� � 12 �°�°22 &-- 2 ¦�-� - 1/ &� � 10 �°«-�--/ 2 ¦&�0 � 12� - 10 & �±����6
 � � 6�Y 8�� ���������� ¡ �� ������� ����� ������ ¤£����¡& /20 ¢ 0� &�/�0 &2,�- -0� ¢ 0� &t� &� - � &2,�/ £ tt20� &2,���� 6
 ¤ 
�� �
������� � ������� ���� ���������¡ ��  ��� �� ��� ��

��� ����� �ª ���££�� �������� �� ��� £������������� ¦
»� ���� ª� �� ���� ��� ���� ���� ������� ª�� �� ��
� ����� �� � ���� ��£������ £���� ���� ¦ ° ���� �� ���
��¥� �� � ¡��� ������ ¦¥��� ¦§���

¹���� ���� ����� ��� £�������� ¦ ¹�� ��� ���¡���
���� ��� � ��� � ������ � ��� ����� ��������� ¦ ¹�� �����
���� �� �� ���ª��� � ��� � �������� ³�£ � �� ��� � ���
� ���� ��� �������� ��¡�� �ª �����¥ ¦ ¹�� ³�� ����
������� ��� ����� �� ¹���� & � ¡��� ������� �� ¹���� - ¦������� �£����¡ �� ¡���� �������� �� ����� ���¡�� ¦

¹�� ­��«¤ ���������� ª�� ��� ���¡���������� �����
��� ��� ���� �� ������ ������ ���������� ¦ ¹��� �� ��� � ª������� ª�� ��� ���¡�� � ������ �¥ ���� ¦ ° ��� �� �ª ��¬��
������ ���������� ����� � ��� ������ ������ �� ������¡�
ª�� ���� ���� ¦ ¨

�§���	��� ��� � � ��� ��� £���� ����� �  ���¡ ��� ª���������
��������� ª�� ��� ������� ¡ ��� �� ��� ��� �¢ ������
�� �� � ����� ��� ��¡��� �ª ������¡���� �ª ������ ¸�
� ����� ¦ ¹� �������®� ��� ������ � �� ��� � ���� ���£
� ���¡ ������ £ �  ���¡ « ��� ¸� ������ ������� �ª ����
��� ¸� ¦ ¹�� ������ �ª � ��� � ���£ �� ���� ���� �� ���
�º ������ ��� ��� ������ �ª ��� ������� ��¡������ ¦©
ª
�
�8
 ��_
 ��
5

¤�� � � ����� ���� � ¡¡�����  ���¡ � ª ������ ��
����� ��«¬­ � ��£������ �� ��� ���� �ª ��� ����� �� ¦��� �¬�� £�� � �� ���� ��� � ����� � �����«¬­ � � �� %® � ¯¯p ¯¯,°¯ y � �± uW ' %0'
¹���� ��� � ª�� ����������¡ ������� �� ����¡� �®� ����
 ���¡ ���� �££����� ¦ ¹�� �������� �ª ��� ��� ��� �� ª  ���
������¡�� �� ��� � ��� ��������� ¦ ¹�� ���� ������� ����
�� ��� ����� �� �� ª��� ��� �¢ ������ �� ��� ����¦ ¹��
����� �� ª��� ����� �¢ ������ � ����� �� ��� ���� �
��� � ���£����� � ��� �� ��� � �  ��� �� ��� ��� ���ª�������� �� ��� ����� �¢ ����� ¦ ����� ��� ����� �� �ª
��� �������� �� � �¡� ��� ¡� �� ����� �¢ ����� 0 � ��«¬­��� �� � � ���� �� ��� � ���� � ��� � ¦ � � ����� �� ��

���� ��¥�� ��� �� ����� ���������� ¦ ¹��� �� ��� £ ��
£��� �ª ��± uW ¦ ¹��� � ��� ���� ���¥ �� £�������� �ª ���
�� ����� ��������� �¢ ������ ���� � � �¡��� �� ����
�� ���¡� ��� ¡� ���� ��� ���� �ª ��� ����� �� ���� ���
�� �� ��� ��� � ���£ �� �������� £��� ��± uW ¦

¹�� £��£�� ������ �ª ��± uW � ® � ��� ² �� ¢ ��� �� �
£������ ¦ ¹�� ��� � ���£ � ��� �������� ���� ���� �� �ª ®�� ��� � ���� � ��� ������� � �� ��� ��¢ ���� �� � � �
��� �� ��� ¦ ���� ������� � ��� �ª ���º ������ ���� ¡���
ª��� ���  ��� �� ������� �� ¦ ¹�� £��£�� ��������� �ª ® ���
£���� �����¡�� �� ��� ������¡ �ª ��� �¢ ������ ¦ ¹���
�� ���� ���� �� ������� ¦ ¹�� ��� �ª ���º ������ ����
����� �� � � ��3 ���� ��£�����¡ �� ��� ��£� �ª ����
����¡ ������ ¦ ��� �¬��£�� �   ���¡ � � �� ����� � ����
���� ������ ��� ����� �� ���� � ��� ��¢ ���� � � ��� ����
��������� ��� � ���£ ����� �� ¦ ¡ �£ �����¡ �� ��� �� ��
������ � ��� � �� ����� � ���� ���� ���� ��� ������ ���
����� �� � ��� �� � ������ ���� ��� ��� � ���£ ¦ ¹��� ��
��������� ����� ��� ���� ³�� �¢ ������ ��� ¡��������
� �� ���� ������ ���� ��� � �� ����� ����� �¢ ��
����� ¦ ¹�� �¬ ������� �ª � ��� �¥ ���� ��¢ ���� � �� �����
� ���� � ��«¬­ ¦

«¢ ����� 0 �� ������ ����  ��ª  � ����� ��«¬­ �� � ����
��� � &2² ¦ °���� ���� � �� ��� ����������  ���¡ ����
��� ¸� � ����� ¦ ¶�£�ª ���� ��� ��� � �£��� ¡���¡ ª���
��� � ���� � ��� � ��� � ���£ �� ������ ¸� � ����� ��
���������� ����� � �������� �� ����� ��� � �� ������¡� ¦�������¡ ² �����¡�� ������ ���� ¦ »� ��� ���� � ² �ª
��� £������� ��£ �� �������� �ª ��� � ���£ � ����� � ����
������¡ ���� �����¦� ������� ���� ������ �� ���� �º ����� ���� ����� �� �
����� ���������� ������� ��� � �¬�� � £�������� ��� �
���£ ��� ��� ����� �� ¦ ��ª��� ������� ���� �� ��� ���
���� �� � � ��£������� � ��� � �� ���� ³�� � ¦ �� � ���
�ª ����� ����� � �ª ��� ��¡� � � ���£���� � ® � ��   ��� ���
���¡���� � ��� � �� � �ª��� ��� ����� �� ���£� �� �����
�ª � �¡��� �� ¦ �� ��� ����� ���� � �ª ® �� ��������� � �
���¡ £�����  � �� �� �� ������¡���� ¦ ¡ ���¡ ���� ��� � �
���� ��� ����� �� �� ��� ����¡��¡ ��¡���������� ���
��� � ���£ ��  �� �� ��� £��  £ � ��¡��������� ���������¡
���� £���� ¦ »� � ��� �������¡��� � � ���� �ª ������¢ ��
�� �������� ���� ���������� ���� ���¡ ¡��� ��¢ �����¡ �
�� ��� ��� � ���£ � ����������� � ��� ���  �� �ª � ��� ����
��� � ���£ ª�� ��� � ��� ª�� ���������� ¦

» ��� �������� � ���� ������¡ ��  ��� � ® � 2 122 & ��
�££��£����� ª�� �������� ³�� � � ����� ® � 2 1& �� ������
ª�� � �� ���� ³�� ¦ ¹��� ��³���� ��� � �¡��� ����� ��
�ª ��� � �� ����� � ���� ¦ ¤ ������ ����� ���  �� ��
�� ����� ��� � ���£ �ª &22 � ����� ��������� ����� ��� ��
 �� � ����� ��� � �ª &2 � � �� ��� £������� �ª ��� ��� �¥ ¦45����6 ��_
 ��
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»� ª����� ´ ����� �©· ��� � ¡¡����  ���¡ � �� ��� ��� �
���£ ��£������ �� ¡��� ������� ª�� ��� ���� ³�� �¢ ��
����� ¦ ¹��� �££��¬ �� ���� � �������� ��± � ��� ���
����� �� £������ � ���¡� �� £����� ��� �� ������¡����
����� ���� ���£���� � ��� � ��� � ��� ���� �££����� ¦Q >? =@ABCDEFGH IHJKEKLKC >? ACD>HGLKEFJ GHM AJKD>HGLKEFJ NGOCD P@@QRQS@T



¹��� ¡��� ����� ��� � ���£ ���� � ��«¬­&  ³ v %�'
»� ���� ���� �� ������ � ��� � ���£ ª�� ��� � �� �����

� ���� ¦ ¹�� ¡��� ����� ��� � ���£ �� ��� £�����¡ ª�� ���
��� � ������ ���� �� �� ª�� ��� � ��� ³�� �¢ ������ �
�� �££��¬ �� ����� �������� ��± �� £����� ��������� ª��
��� ���������� £��� �ª ��� �¢ ������ ¦ ¶������ � ���
� �� ����� � ���� �� � �� ���� ���������� ��� ������
���� ��� � ��� ³�� �¢ ������ � ��� ¹���°¡�  ���
� �£������� �������� ��� � ���£ � �� �� � ��� ��� £��� ���
�£������� �������� ��� ������¡ ��� � ���£� ¦�� ���� � ������ � ��� �¬£���� ���� ����� ������� � �
 ���¡ ������¡ ��ª������ ��� � ���£ �� ��������� �� ����
���� ¦ »� ���� �� ������ � ��� �ª £���� ����� %��± uW � ® �
��� ² ' ª�� ���� � ����� ¦ ° ��� � �� ��� �� ����� � ������
��� ��«¬­ ª�� ��� � ��� ³�� ��� � �� ���� �¢ ������ ¦
¹��� �� ��£������� �� £������ ���� � �£������� ������
��� ��� � ���£ ��  ��� ª�� ��� � ��� ³�� ��� � �� ����
�¢ ������ ¦ »� �� ��  �� �� �������� ��£����� £�����
���� ��� ª�� ���� � ����� �� ��� ������£�����¡ ����� ��
���� ¦ ¶������ � �� ���£��ª�� ��� ��� �ª £���� ����� ��
 ��� ª�� ���� ���� �ª �¢ ������ � � � ��� � �� ����� ��ª�
������ ��� � ���£ �� ������ �� � ª����� ´ �� ����� ����
³�¬ �������¦ »� �� ���� �� ��� �� ��� � ���� �ª £��
��� ����� �� �£��� �®� ¦ ¹��� ���� ��� ��� ��� ��� � ���£
�ª ��� � ��� ³�� �¢ ������ ���� ��� ����� �� �ª ���
� �� ����� � ���� �� ��¡� � ����� ��  � ���� � ���������
�������������� ¦

¹� � �� ���®� � � �£������� ������¡ ��� � ���£ ª�� ���
� �� ����� � ���� ���� � ´ � ��«¬­&  ³ v %�'
����� ��� ��� � ��� ���� ���£ �� ��� £���� � ´ � ��«¬­ %�'� ���¡ ´ � & �� �££��£����� ª�� � �£������� ������¡ ����
��� � ����� �� £����£� ��� � �£�����¡ ¦ ´ � &2,¯ ��
�£��� �� ª�� � �������� ��� � ���£ ¦ §��� � ������  ���® � 2 1& � ² � & � ��� ��± uW � &22 ¦ �� ¡��� ��¢ �����¡
���  ��� �� ����� �� ������ ��� ��� ���������� � ��� ���
� �� ���� ����� �� ��� ������ �� ��� �������� � ���� �
�� ���� ���� �� ������� ¦ » ��� ������¡ � �����������
��� � ��� �� ��� � �� ����� �¢ ������ � �� ���� ���� ��
������� � ��� ��� � ���£ � ������� �£������� �������� ��
������¡ � ��� �� � � �££��£������� ������ ¦� �¡ �� & ��� £���� ��� ¡�������� ��� � ���£ ��� �
��� � ��� ���� ���£ ª�� ��� � ���� �� ���¡�� ������� ���
��� �±� ����� ¦ �� �� ����������¡ ���� ����� �� ������ ��ª�
ª������ �� ��� ��� � ������ ���� ��� ����� �� �� ���¡� ¦�� ª��� � ��� ���� ��������� �££���� ���� ��� ��� ���
��¡ ��� � ���£ � ������� �� �� ������� ����� �� �������� ¦
¹��� �� ��� � ����¡� �ª ���� ��� �� ��� ���������� ¦ »�
���� ������� ��� ¡�������� ��� � ���£ ª�� ��� ��� �����¡
����� ¦
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­��� ��¢ �����¡  ��� � ������ �ª ������ ¡���� �� £���

���� � ¡��� ������� ¡ ��� �� ��� ���� ¡��� ¦ ¹��� ���
��� �������¡� �ª �������¡ � �� ������ �� ��� ��¡���
�ª ������¡���� �ª ������ ¸� � ����� � ��� ��� ���¡ ���
������ £ ��� � ¦ ´����������� � ���¡�� ��±uW ��� ��  ���
�� ��� ��� ¡��� ¦

«��� ������ ¡��� �� ª��� �� �� ��� ����¡ ����� �����
¡��� ���� �� ���� ���������� ª��� ��� £����� ¡��� ¦ »�
��� � ����� � ������ ��  ���¡ ¡��� ��¢ �����¡ ª�� ��� � �
��� � �� ���� � ���� �� �¥ ���� ¦ ­��� ��¢ �����¡ ����
� �¥�� �� ������ �� ������ ��� ���º ������ ª�� ��� ��ª���
���� ��� � ���£ �¢ ����� ¦ ° � ��� �¡¡������ ��¢ ����
��� ��  ��� �� ��� ��� ¡��� � ����� ���� ������������
��� �� ��� ��  �� �� ������ ¡���� � ����� ��� ����������
��� ¢ ��¥�� ¦�����6
�8
 ¶ � 
6 4��� �6�9�����

«¬�� ������� �ª ��� � �� ����� � ���� � ��� � ��� �
�ª �! ���� ���� ®��� ���� � ���� £��� ����� � ����� ��
�� ¡��� £��£�������� �� �! � � ��� � ���� � ��¡����� � �����
��� ����� ����� ���� � ����� �� £��£�������� �� �! ¯ � ���
� ���� ��¡����� ¦ ¹��� ���� � ���� ��� � ���� � ���� ��
 ������� �� �! ��������� ª��� ®��� ¦ ¹����ª��� � �� �� �� �
���� �� ��¥� ���£� �� ��� �� ���� �! ��� ���� £������� ¦°� ����� � �¬ �� �� ���£ ��� � �� ����� �������� �ª���
����  £���� ¦ ¹��� ��  ��ª � � � � ��� � º ����� �� ����
����®� ������ £ � ���� � ���  �� �ª �� �¬���� ��� �� ���
��� � ���£ ¦ ¹��� �� � ��� �� �ª ��� �����¡ �� £���¡ � ��
����� ��� � �� ����� � ���� ��� � ��� ³�� �¢ ������ ¦° ���¡�  £���� �ª ��� � �� ����� ¢ ������ ��� �����
��� £���� �� �� ������� ��¡����� ¦ � ����� � ��� ��� ���
��¢ ���� ¦ »� £������ ��� � ������ �ª ���� ���®��¡ ���
� �� ����� � ���� � ���¡ ��� �������� ������ £ ¦ §���
��� ��� �� �� £��������¡  £����� �� �! ���� � ��� � �¥�
�� ��¡����� ¦ ¹�� � ��� ª����� � ¤£����� ��� °��� ���� ��
� ���ª� ��¡ ��� ;������� �ª ��� � �� ����� �¢ ������ ¦
¹�� ������ £������� � ��� ��� � ���£ ����¡��� �� ��� ��
 £����� ¦ � ��££��¡ �� ���� �� ����� � ������ ��� ����
� ���� ����� ¦

» ��� ��� ���� ³�� �¢ ������ ��� ������� ª���· >? =@ABCDEFGH IHJKEKLKC >? ACD>HGLKEFJ GHM AJKD>HGLKEFJ NGOCD P@@QRQS@T



ª��������� � ����� ���  � ���� ���¡� ���������� £������ ��
��� ���� � ���¡ ��� � ��� ª�� ���������� ¦ ¹�� £��� ��
���� ��� ���£ ���� � ��� £��� �� ���� ���¡� ����� ���
���� �� �ª ���� ¦ �� �� ¡�������� � ¡��� ���� �� £ ��ª���
� ª�� ���������� �ª ��� ���� ³�� ������ � ���� � ���
� �� ����� � ���� �� ��������� � ���������� ³�� �� ���
����¦

° ��� � �� £������ ��� �� ���� ��� � �� �����
� ���� ª���� �� ���£ �� � £������ �ª ��� ³�� � ���¡ ���
����� ���������� ¦ ¹�� ����� �� ��� ���£ � ª�� ������
�ª � �¡��� �� � ��� ���� ��� ���� ��¡��� ¦ ��ª��� �������
���� � ���� ���� ��� ��� � ���£ ��� ��������� � ��� ���
�� �££�������¡ ������ ¸� � ����� � ���� ���� ��¡��������� ���������� � ¦ ¹�� ��� �� ��� �� � �£�¥� �� ������
 �� � ��� ������£�����¡ ���� ���� �� ������¡���� � ��
��� �ª��� �� �����¡���� � ��� �� �ª ��� ���¡� ��� � ���£ ¦
¹��� �� � � ��� ���� �� £��� ��� ���� ª ��� � ��  ����
³�� � � ��� �� ���£ ���� � �� ���£ ���������� � ��  ��� ¦���� ������� ���� �� ������ ������� ¦ §� �������¡ � ��� �
��� ����� �ª � �� ����� ����� ��� ���� ��� ���� �� �¬�
£����� �� ���� ������������ � ��� �� �������¡ ��� �����
� ��� 3 �� ��� � ��� ³�� �¢ ������ �� ������� �� ����� �
�� ��� ������ £��£ �� ���££ ��¡ ¦ ¹��� � �� ����� �������
��� �� ��£���� ��������� ª��� ��¡���� ���� ���¥ ��� ¡�
����� �� � ����� �� ¦ §� �������¡ � ��� � ª�� � ��� ³��
���������� � �� ����� ���� ��� ¡� ����� ���� ��� ����
�� ���� ��� � �� ���� ���������¦ � ���¡ ! � &2 �� � �¡�
��� ¡� �� ���� ���££ �� ��¡���� � � � ����� ������� � �
¢ ��¥��¦

» ��� �� ���£ ���� � ���  ��� � �� ��� ��� � ��¡ ª  ���
� �� ���� ³�� � �� ��� ����� ����� � ��� ���� �� ��� � ��
� ���� ¢ ������¦ » ���  ���¡ ���£ ���� � � 3 �� �����
��¡���� ������ ��� ���£ £����� ��� ��� �� ���®��� ¦ �� ��
�� £������ �� ����� ��� � �� ���� ��������� �� ®��� �� ���
¡����  £� ��� �ª ���£ £����� ¦ ������ ��� � �� �� ���� ��
���� ��� ³�� ��� ���� ª ��� ������������ � ���� ����
ª ��� ������¡�� ¦¸ d¹gº b¹ »h¼d½ghe

¤£����� ��� °��� ����· � ¡¡��� � ���ª� ��¡ ��� ;��
������ �ª ��� � �� ����� � ���� �� ���� �� � ���� ��
£������� ������� ¦ ���� ���� ����� ����¡�� £���� �� ���
 �� �ª � ����¬�ª��� ­��«¤ ¦ ¹�� �������� � ����� ���
����¡� �� ���� ���  £����� �� ��� � �� ����� ¢ ������
� ��� ������ � � £������� ¦

¹�� ���¡���� � ����������� ���� ������� ª�� � �������
�� £��� ��  ��� £��� ������ � �� ���� ����� ��� ��
����������� �ª ��� � �� ����� � ���� � ��� ���£ ��� ��
��� ³�� ����� ������ ¦ ¹�� £������� �ª ����� �� £���¡
����������� ��  �� ��� £������ ��� � ����������� ��¡� �ª�
�������¦ ¶������ � �¬£���� �������� ��� ����� ����
����¡�� �� ����� ������� ��� ��� ��������� �� ������
£�������  £����� ¦� ª �� ��� � ����� ����¡�� ��� ��� ��������� ����
 ���¡ � ������ ������ ��� ���� ��� � ��� ����������
��¡� ��������¦ ¶������ �� �� � ���¡ ������ £ ���� ���
��¡���� ���������� ��� � �� ����¡ ���� �� ��� �� ���

� ��� ���¥ �ª �����¡ ���� ���¡� ��¡����� ��� �� ¦ °ª���
��� ����� �� ��� ���££�� � �� �� £ ������� �� ��� �� �� ���
 �� ������ ;������� � ���� � � �� ���¥ �ª ���� �����
��¡ ��¡����� ��� �� �ª �! ¦

¹�� ��� � ���£ � ����� £�������� �� ������� ���� ���
���¥ ���� ª�� ���� � ����� ¦ �� ��¢  ���� � �� ��¡���
��� � ���£� ª�� �º ������¦ ° ��� � ����� �� �� ����� �����
�������£ ������� ��� � �¬�� � ������ ��� � ���£ ���
����� �� ¦ �� ª��� � � ��� � ���£ �ª ������� �� �ª��� £���
��� �� � �ª��� � ª�� ���������� �� �� ���� ��� ��� ���� ¦������¡���� �� ������� ��� ���� �� ��� � ������ ;����
���� ¦ ��� ����� ������� � ��  �� �� ����������� � �����
�� ��� ��� ��� � ���£ ���� ��� ������� ;������� ��
 ��� ¦ ° ��£���� ��� � ���£ ������  ���¡ ¡��� ��¢ �����¡
£������� �� ª����� � �¾ �� ��� �� ������������� ¡���¿ ��«¬­ � 02 1  ���� � �� ����� ����� ���£�¿ ��«¬­ � 022 1  ���� ¯¯p ¯¯ � &2,µ¾ ´�����¡ �� ������������� ¡���¿ ��«¬­ � 02 1 ª�� / ����������¿ ��«¬­ � 022 1  ���� ¯¯p ¯¯ � &2,µ¾ ´�����¡ �� ���� ¡���¿ ��«¬­ � 02 1 ª�� / ����������¿ ��«¬­ � 022 1  ���� ¯¯p ¯¯ � &2,µ¿ ������ ���¡� � � ��� �� � ¤° ;�������
¹�� � ��� ���¡� ���� �ª��� ��� � �� ���� ����� �� ���
£��¥�� ¦ ¹�� ��� � �� ������� ������ �����¡�� �� ���� �
� � �� �� ¡�������� ��ª� �� ������ � � ���� � �ª &0 �����
������ � ��� �� ���� �� ��� ��¬� ���¡� ���� ��� ����� ��
���£� � ���� ��� ¦ ¹��� ���¡� �� ¢  ��� ª��� � ��� �� �
������ ¡��� ��  ��� � �� � ������������ � ���� �ª ������
����� ��� �� � �  ��� ¦° ª��� £�����¡��¡ � � ª�� ���������� ��� £ ��ª����� ��
����� ��� � ���£ �� ����� �� �� ���� � � £�����¡�����
������ ¦ ��¡����� ��� �� �ª �! �ª��� ����  £ ���� ¦ � ��£�
£��¡ ��  ��ª  � �� � ������� ���������¦ ¹�� ���������� ��
��� �� � ;���� ��� ��� �� ��££�� �� ���� �� £������� �
����� ��� � ����������� �� ��� ;������� ���� �������
¡���� ��¡��� ������¦

¹�� ����� ��� ��� ���� ��� � �� ���� �¢ ������ ���
������ �� ��� �������� � ���� � �� ��������� �� ����
���� ¦ �ª � ;���� ��� ������¡ ��  ��� � ��� ��������� �ª ���
������ ������ � �� � � ��¡������ ������������¦ ¹����
���� � �� � � ��� ������� ª�� ���� ¦ ¹�� � �����������
�� ��� ;������� ��¢ ��� ��¡���� ���������� �� ��ª����
� £�������  £���� ¦ ¤����� � ����� ���¡� ��� � ���£� ���
����¡  ��� � ��� ������ ����� �� �ª ��� ���� ³�� �¢ ��
����� � �� �� ��� ��� � �� �� ����� ��� ������� �� ¡���
�� ����� �� £������� ��������� ���������¦ ¹��� ��� � ��
�� ����� ���� ��� � �� ����� � ���� ����� ��� � �� � ����
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¹�� £��� ����� ��� ����� ����� ���� � ��� ��¡���

��������� ��� �¬����� ��� � ����  ���������� �������
��������� ����  ��� � ��� � ������ ������ ¦ � �¡ �� -���� � ��� �� ��� ����� �� �ª ��� � �� ����� � ���� ��
� £������ ���� ¦ �� ���� £����� ��� ���� � ��� ����� ��
��� ���������� ���� ���� ���� �� �! �� ¡��� �¢ �� �� &� ¦
¹�� ���£� �� £������� � � � ���� ����� �� ®��� ¦ ¹��� ����
 ����� ����� �� � ���¡� ��¡�����  £���� ¦ ���� �������
�� �� ���� ���������� ���� �� ����� �ª ��  �� �� �££���
£����� ��� � ���£ ¦ ¹�� ª����� ��¡ �££���� ���� �� �����
��� ���� ��� ������� �� £���¡ ������ ¦ ¶������ � ����
�� £���¡ ��� ��� ª��� ���������� ��� ��� ���� � ���� �ª
����� ���  ���¥��� �� ��� �� �� ���¡� ��¡�����  £����� �
��� ���£ ���� � � ����� ��� ���� ���� �� ��������ª ������ ¸� � ����� ��  ��� �� �� ��  ��� £��� �¢ ��
���� � �� ¡�� ��� ª� ���� ��¡  £���� �� �! � p.vÂ %�'
�����

p
��� vÂ ��� ��� ����� �� ��� ���¡���� ���� ���

�ª ��� �¢ ����� � ���£ ��������¦ »� ���� �� ��� �� �� ��
 £���� �� ���� ¯� �! ¯ � ¯Ã ¯ � �! %&2'����� ¯Ã ¯ �� � �£������ ����� ¦ �������¡ ¯Ã ¯ � & �� ��
¥��£ ���  £����� �! £������� �� ���  ��� £��� ���� �
� � �� £������� � �� ����� ��� � �� ���� ��� �� ¦ ¹�
��ª���� ��� ��� �� �� � �! � ��  �� � �� ��� ��� � ���£ � �� ÄÅ �
������ ���� ª��� � �! � p��,©ÄÅ  vÂ %&&'
°££����¡ ��� ���¡��  £���� ¡������ ÄÅ � � pÃ � �! . vÂ �,© %&-'� �! ��� �����ª��� Ã ��� �� ���� ��� ��� � ��¡� ��

p
¦

¹��� � ���� ���  £���� �� ��� ��������� �ª ��� ����� �� ¦� �¡ �� / ���� � �������� ������� �ª ¯Ã ¯¦ ¹�� � �����
�� ���������� ����������� �� ��� ��� � � � ��� � ���¡� �ª
��� � 2 ¦t ���� ¡� 2 ¦� ¦ ­���¡ � �� ��¡��� ���� 2 ¦���� � ����������� �� �� ���¡� ��¡�����  £����� ¦Æ�_5������ �ª 4����6�9����� ¶ 
�^� � �¡ �� t ��� £���� ��� � ������ ;������� � �����
�� ��� ������� ��� � ���£ ¦ ¹�� ��� ��� � ���£ ���� �
� ������ �� £����� ��� ���� ��� � ������ ;������� ¦
¹���� ��� ����� �������¡�� �� ��� � ������ ��� � ���£
���� ��� ��� ������� �� ��� ������¡���� £���� ¦ �� ����
��� ��¢ ��� �� �¬£����� ;���� ��� � ����¬ �� ��  ��� �
����� �£��� ��� £���������� ��  �� �������� � ����¬�ª���
� ������ ¦ »� �� ��� ���� �� ������ ����� �� ����������
ª��� ��� � ������ �� �¬��� %�� � ����¬�ª���' ;������� ¦
¹�� ��� �� ��� ���������� �ª��� ���� ���������� ��� ��
£������ ���� ¦ ±��¡�  £����� � �� ��� � � ����� ���
�� �� ������ ����� �� ���� ��� ��������� ��� ������ ����
��� � ¦ ��� ����� ������� � �� £��ª�� ��  �� ��� � ������
��� � ���£ � ����� ¦
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6 48�6����ª ��� � �� ����� � ���� �� ��������®�� �� � ¡¡����� �
���¡� ������¡ ���������� �££��� � ����� ��� ����¥� �ª ���;������� � ����¬ ¦ ¹�� ������¡���� ������� ª�� ��� � ��
� ����� � ���� ��� � ��� ������ �ª � �¡��� �� ��¡���
���� ��� ������¡���� ������� �ª ��� � ��� ³�� �¢ ��
����� � ��£ ������� ����� ª��� ��� ���������� � ��� ���£ ���
�� ��� � �� ����� ������ �� ¦ ¹�� ���¡���� ���� ���� ���
¢ ��� ����� �� � �¡��� �� ¦ ¹��� ���£����� ��� ��� �� £���
ª��� ��� � ��� ³�� ��������� � ���¡ ������ �� v ,© ¦ ¹��
����� �� �ª ��� � �� ����� �¢ ������ �� ���� ������ �ª
� �¡��� �� ��¡��� ���� ���� �ª ��� � ��� ³�� �¢ ��
����� ¦ ¹��� ��� �� �� ����� � £������ � � ��� ���������
���������¦ ¹�� ������ ������ ���� ��� ���� �� ��� ��
��� ������ ����� �� �ª ��� � ��� ³�� �¢ ������ �� ���
��� �� � ��� ��� ������¡���� ��������� ��� �� ª��� �����
��� �������� ¦ ��� ���� ������ � ������¡ ��� ����� �� �ª
��� � �� ����� �¢ ������ �� � ����� ��� � �� ����� �ª
��� � ��� ³�� �� ¢ ��� �� £������ ¦

° ��� ��� �������� �� �� �� �� ����� ��� � �� �����
�������� �� v ,© � ��� ���� ª����� �� ��� ���� ³�� �����
����� ¦ ¹��� �� £����� ��� ����������� �ª ��� � ��� ³��
�¢ ������ � ��� ���£ ��� �� ��� � �� ����� ������ �� ¦ °
������¡ �ª ��� � �� ����� ����� �¢ ����� ��������� ���
���������� �ª ��� � �� ����� � ���� � ��� ���£ ��� �� ���
� ��� ³�� ��������� ¦ � ���¡ v ,© �� ��� ������ ¦ ¹���
�� ��� £�����¡ � ��� �� �� ������� � ������ ���� �ª ���
� ��� ³�� ¦ ¶������ � �� ����� �� � �����¡ �������� ��
��� ����� ��� �� ��� ����¦ ¹��� �� ��� £������ � � ���
���£ ��� ����� ����� ���� � � ����� � �� ��� �� ��������
 ���� ����� �� ��� ������¡���� �������¦ � ���¡ � £���
¡������� ��«¬­ � ���� ����� � �� �� ¢ ��� � ��¡� ��� �
���£ ���� ��� ����� �� ����� �� ��� ���� �� �������� � �
��� ����� ���� ������� ¦

° ������ ������ �� ������¡ ��� � �� ����� ����� �� ��
��� ������� �ª ��� �������� � ���� ¦ ¹��� ���£� �����
��� ;������� %����� ¡� ��� �� ���� ��  ���¡ v ,© ' � ���
����¡� ��� � �� ����� � ���� ����� �� ���� � �� ������
�� ���� �ª ��� � ��� ³�� �¢ ������ � ����� ��� �������¡
��� �������� � ��  ����� ����� �� ������� ����� ¦ �� ����
� �¥�� � ������� �� � �� �ª £������� ����� � ����� ���
� �� ���� ������ ����� �� ¡��� �� ��� �������� � � �
��� ¦

°� �¬������� �ª �� �� �� �� � ��� �������� ������� ���
�¢ ������ �� ���� ��������� ��������� ¦ »� ���� �� ��
���� �� ���� ��������� ���� �� �� ������ ���� �� ��� ��ª�
ª������� �� ��� � ��� ª�� ���������� � �� ����� ����� ���
��� �����¡�� ��£ ������ �� �� ����� ����� ��� ¦ ����
���� �� ���� ���� ��� ª����� ����� ��  ��� ª�� ��� � ��
� ����� � ���� �¢ ������ �� ����� ���� � �� �££���� ��
� ����  �����¡ �� ������� �� ª����� ª�� ���� �¢ ����� ¦°££����¡ ���� � ����� �� �� ���� ��� ¡��� ¡��� ���  ��� ¦������¡���� �� ���� � ��¢ ����¡ �¬������� ������ ������ �
�� ��� £���� ����� ��������� ������¡���� ��� ����� ¦
»������¡ ���� ���� ³�� ��� � �� ����� � ���� ������
 ��� ������� ���� ��� ��������� ������� ���� ¡��� �
�� ������¡���� £�� ����� ¦ ¹� ��� ��� ���� � �� �������

1e-12

1e-11

1e-10

1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0 100 200 300 400 500 600 700

L2
 n

or
m

 o
f m

as
s 

co
nv

. r
es

id
ua

l

CPU time - seconds

Jacobian
Re

Auto

��� µ Í �Î
8� �ª �����6
�8
 _� 
6 �
�� ��6 �8�6����� _�6��Z
 6
_
�� 8��

���� ��¢ ��� ���� ��� � �� ����� ����� �� � � �������� ��
� ����� ��� ����� �ª ��� � ��� ³�� ¦ ¹��� ��� ��� ����
��� ������ ����� �� �ª ��� � ��� ³�� �¢ ������ ��� ¸�
¡��� ��¡��������� %����� �� ��� �� ��� ������ ������
����� �� �� ��� �����' � � � ����� � ��� ����� �� �ª ���
� �� ����� � ���� �� �������� �� ��� ����� �� �ª ���
� ��� ³�� ¦� �¡ �� 0 ��� £���� ��� ����� ����� � ������ �ª �����
��¡ ��� � �� ���� ����� �� ¦ «���  ��� � � �� �����
�������� ������ �� v ,© ¦ �� �� ¢ ��� ��º � �� ��� ����
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¹��� �� � � �� ��� �¬£�������� ��� �� �ª �Ð© ��� ��� ª���
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³�� �¢ ������ ��� ������ �� v ,© � ����� � ���� ����
��� ������ ����� �� ���� ��� ���� � �� ��� �� ��� ��� �
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��¡ ��� �������� ��� ��� ��¢  ���� ���� � ��£ ������� � ���
��¡��� ������ �ª � �� ¦�ª ���£ ���� � ���  ��� � ��� �� ������������ � ���
�� ��� ��¡������ £�������� � ������¡���� ��� �� ������
 �£�������� �� �� ��� ���£ ���� ³ �� ���� ¦ � ��� ���
���� �� � � ��¥�� �� ���£ ��� ����¡�� �� ��� � �� �����
�������� ���� ��� ���£ ¦ ¹��� �� �� £������ ª�� ��� ���
���� �� ���� �� �º ������¦ ¹�� ����¡�� �� ��� ����� ��
��� ������ � � ���¡� ��� ¡� �� ����������®� ��� ��� ���� ¦
¹�� �££����� ��¥�� �� �� ���£ ��� ��� � ���£ �� ���
����� ����� ��� ���£ ���� � ���� �������� ��� �� ���� ��
���¦ »� ���� �� ¥��£ ��� �  �� �� ��� £�� �� £������� �
��� �� ���� �� ���¥ � ��� ��� ��ª������ ��� � ���£ £���
������ �� ������� ¦ ����� ����� ��� � �¡��� �� �ª ���
���������� �ª ��� ���£ ���� ��� ¡������ ���� � ��� ��� ��
���� ��� ��� � ���£ ��  £ �� ��� ������ ��������¡ ��
��� ª� ���� ��¡
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 �� µ _����Ó 
Ó56�8��

°� � �������� £����� ���� ­��«¤ ���� ��� ��¢ ���
��� � ����¬ �� � � �¬£ ������� ª��� �� ¦ ¹���� �� � ������
�� �� �£ ��� ������� � ����¬�ª��� ��� � ����¬��¬£�����
­��«¤ � ����� ��£���� �� ��� � ���� �ª ������ ������
����� ¦ ¹�� ª��� �� ��¢ ���� ��� ����� �� ���� ����� £��
��������� ¦ ¹�� ������ ��¢  ���� � � ����¬ ������ �����
���� ��¡�����¡ ��� ������ ����� � £�  � � � ����¬�������
� ���£�� £ �� ��������� ¦ ¤���� ��� � ����¬������� � ����
£�� �� ����£�� ���� � ����� �� ���� ����� � � ����¬�ª���
­��«¤ ����� �� ���� �º ����� � ��� ���� ��º � �� ����
��� � ¦ ¹���� / ��� £���� ����� ��� � ������ ¦���� - � ��� ��������� ���� � ���� � ��� ���¡��� ��ª�
ª������ ¦ ¹�� � ����¬ ���� �� � ����� ����������� ����
��� ����� ����� � � � �� £��� �� ��� ��¡��� � ��� � � �
��� � ��� ����� ��� � &2 ����� ���������� £ �� ������
���£ ¦ ° ��� � � � �� ��� £������� �ª ��� ��� �¥ � ���
£���� �� �� ���� ��� ��������� ���������������� ������
£����� ¦ °����¡ ��� �������®����� �ª ��� �� ���� ��� ���

�����£����� ���º ����� ��¢ ���� ��¡������� �� � ��� �ª
��� � ���� ���� �����¡ ��� ;������� ��� �� ��� ���� ¦
» ���� � ����� ���� � �� ��� ;������� � ����¬ � ��� ����
���¡���� �ª ��� � ��� ���������� �� ��������� ������� ¦
¹�� � ��� ���� ���� ���� � � ��¡� ������ �������¡� ¦ ����/ ��� ��� �� ������ ¡��� ¦ ¹��� �� � ��� �� �ª ��� ���������
� ���� �ª ����� ���������� ��¢  ���� ¦ � ����¬�ª��� ��
������� ��� � ��� ������ �� �� ����� �´� ��� � � ��£ �������
�� ��� ��������� ���� � ��� ��� � �� ����� ��� ��� ���
¢ ���� ���� ¦

¹�� ��� ��� ������¡� ª� �� ������� ��� � ��� ³��
�¢ ������ ��� � �� ����� � ���� %�� ���� ��� ;����
���� ��� ��� ����� ��' ��� �� £��� ��� ���� ª�� ���
� ����¬�ª��� � ����� ¦ ° ª������ ��������� �££��¬ �� ��
���� � ����� ��¢ ���� ���� ��� �¬��� ��¡�� ���� ����
���� ����� � ��  ��� �� �££��¬ �� ��� ��� � ����¬£������
� ���£�� Ü{ Ý Þ % qr  ß{ ' . Þ % qr 'ß %&t'
����� ß �� � �� ��� ������   ��� �� £��� �� qr �� ���
��������� �ª { ¦ � ������ �� �� ¦©� ������ ß ��ß ~{ ~¯ Ý ³ß± %&0'
����� ß± �� ��� ��� � �ª � ������ ®��� ¦ ´ ��� ���
¨��¡¡µ  ��� ���� � ����� � �����ª ��� � ��� ��� � ���
³�� �¢ ������ ��� �� ��¡������ � ��  ����� � ���� ¦
¹���� ��� ����� £�������� �� ���� �ª ����� �� �¢ ��
���� &t ¦ ¹�� £��� ������� ß{ � �� � � �� ��� ��� ¡�
�� � ���� �®� �������������� �� Þ ¦ ¹�� ��������� ��
��� � � ������ � �� � � ���¡� ��� ¡� � ��� £���� �� Þ �
�� � ���� �®� �� ����� ����� � 3 �� �� ß{ � �� � � ���¡�
��� ¡� ��� £���� �� qr ¦

¹�� £������ ������ ���� ����� ��� ���¡� ������¡ ��ª�
ª������� �� ��� ��� £������ �ª ������ { ¦ «¢ ����� &0���� ������ ß �££��£����� ª�� ��� ���¡��� ��� £������ �ª{ ¦ ±��¡� �� ����� ������ ��� ���� ��� �� ª��� ��� ����
�� ��� ��� £������ ¦ ¹��� �� ��¡ ����� � �������� ����
������¡ � ������ � ��� ���� ��� � ��� ³�� �¢ ������
��� � �� ����� ����� � ��£ ������� � ��� ���£ ���� � ¦ ¹��
� ���ª�������� ��� �� � ���� ��� �� ������ ������ ���
�� � £��� ��� � ��� ��� ��������� £������ �ª ��� ��¡��
����� ¦ ¹��� �� ���� �� ��� ������ ������ � ��� ������¡�
���� ���� £������ ��� �� ¦ «���������� � �������� � ��
���¬ �� ����¡ ������ ¦ ¹�� ­��«¤ ������ ���� � �� ��¡�
�ª ��º � ��� ���� �� ��� ������ ����� �� �� ��� �¬£�������
���� ����� � ���¡ ��������� ¦ ¶������ � �ª ��� �� � ������
����� �� �� ���� ����� �ª��� ��� ������ � ����� ������� �
��� ����� �� �ª ��� � ��� ³�� �¢ ������ �� ���� �� ����
��������� �� ��� �� ��� ������ ¦ °������ ��� £���
�� �� �������� �� � ���� �ª ����� ���������� � ���  ����¡
ª��� ��� £������������� �� ���¡�� ��£��������¡ ��� ;��
������ ���� �� ���������� � ���¡ ������ ¦

¹�� � ��� � �£��� �� ��� �� ����� ����� ¦ ���������¡ ß���� ������� �� �� � �� ���¥ �ª ���������¡ ��������� ������ ¦° � �� � ��� � � � � ��� � ��� �� ª� �� ���� �� ����� � �����
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��� °� ������ � ����� ���� - ���� � � �� ����� �� £�����
� ��� ¦ ¹��� �� � � �� ��� °� ������ ������� ������¡
��� ���� �� -022 ����� �� ���� ������ ¦ ���� / �� ���
ª ��� ������¡�� �� ��� °� ������ ¦ ¹���� �� � �� ���
������ ������ � ���� �� ��� �������¡ ��¡� �ª ��� ³�£ ¦¡ �º � ����� ����� �� ��� ��¡�� �ª ����� � ����� � ��� ���
��¡��� ��������� ����� ����� ���� �ª ��� � �� �����
� ���� ¦ � ����� �ª ����� ª�� ����� � ��� � ���� �� ª  ���
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